Cours de Décision dans I’incertain
Exercices : 7 mai 2021.

Exercice 1 1. On note F', la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle W, i.e.
F(z) = P(W < z). Montrer que F est (toujours !) continue a droite. A quelle condition
F' est elle continue en un point 2 ?

2. Montrer que si u et w sont deux nombres réels positifs, on a fou Lip<ydz = (u — w)y.
En déduire que, si W est une variable aléatoire positive :

ou F(z) = P(W < z) est la fonction de répartition de W

Exercice 2 On suppose que cy, c et cg sont des nombres réels positifs et W une variable
aléatoire positive. On définit, comme dans le cours, la perte moyenne résultant d’une commande
en quantité u positive

J(u) =E [epliusop + cu+cs(u— W)y +ep(W —u)y].

1. Vérifier que J(u) = cplysoy + crE(W) + (¢ — ep)u + (e + ¢cs)E ((uw — W)4).

2. Montrer que J(u) = cy/E(W) + (¢ — car)u+ (ear + ¢s) [y F(z)dz et que J est continue
et admet une dérivée a droite en tout point.

3. On pose

u*:inf{zeRJr,F(z)Zﬂ}.
cm +Cs

Montrez que, si W ne prend que des valeurs entieres strictement positives, u* prend lui
aussi une valeur enticre strictement positive.

4. Montrez que, si ¢y > ¢, alors u* > 0 et J est décroissante lorsque u € [0, u*| et croissante
siuw > u* (elle atteint donc son minimum en «*).

5. Montrer que si ¢); < c alors J est une fonction croissante sur R (elle atteint donc son
minimum en 0).

Exercice 3 On s’intéresse maintenant a la fonction (dépendant de z) Je, représentant la perte
moyenne lorsque le stock initial est égal a x, définie par

J(u) =E [epliysop + cu+cs(z+u— W)y + (W — 2 —u)4] .

1. Vérifier que J*(u) = cpliysoy + J(u +2) — ca.
On suppose dans la suite que c¢j; > c. On note S pour I’'unique point qui réalise argmin, o/ (u).
2. Lorsque = > S, vérifier que pour tout u > 0 J*(0) < J*(u). Il est optimal de ne rien
commander.
3. Lorsque = < Set J(x) < cp + J(S), vérifier que pour tout u > 0 J*(0) < J*(u). Il est,
la aussi, optimal de ne rien commander.

4. Lorsque x < Set J(z) > cp + J(S), vérifier que pour tout u > 0 J*(u) > J*(S — z).
1l est optimal de commander la quantité S — x.



5. On définit s par (notez que s est forcément inférieur a S par définition)
s=sup{z < S, J(z) >cr+ J(S)}.

Vérifier que, pour x < S, J(x) > cp + J(S5) est équivalent a © < s. En déduire que la
commande optimale u*(x) partant d’un stock initial  est donnée par

u(r) = (S — ) 1<



